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Teil 1: Nebenwirkung von Arzneimitteln und 
Exakter Binomialtest 

• “Zerodin”: 40% der Patienten mit Nebenwirkungen

• “Novodin”–Reklame: “deutlich weniger Nebenwirkungen”

• (alle Arzneimittelnamen sind frei erfunden!)

• Stichprobe unter “Novodin”-Patienten:

– 20 Patienten, zufällig ausgewählt

→ 3 Patienten mit Nebenwirkungen

Die ”entscheidende” Frage:

o Ist die Beobachtung  - eine deutlich geringere Proportion von 
Nebenwirkungen bei Novodin - statistisch signifikant ?

o … oder ist die Beobachtung nur ein auf diese Stichprobe beschränkter 
Zufall ?
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→ Schätzung der Proportion von Novodin-Nebenwirkungen:

(!)𝑝 =
3

20
= 15%



Anmerkung: Das Auffinden einer Nebenwirkung soll im folgenden als ”Erfolg”
bezeichnet werden, die Wahrscheinlichkeit 𝑝 demzufolge als ”Erfolgs-
wahrscheinlichkeit”. Natürlich kann man das Auftreten von Nebenwirkungen
bei Patienten im ethischen Sinne nicht als Erfolg betrachten. Bezogen auf die
Binomialverteilung ist es jedoch üblich, das mit der Wahrscheinlichkeit 𝑝
verknüpfte Ereignis als Erfolg (engl. ”success”) zu bezeichnen.

Verteilung der Teststatistik

o Zufallsvariable 𝑋 : Anzahl der Patienten in der Stichprobe mit Nebenwirkungen

o 𝑋 kann als Ergebnis einer Folge von identischen und unabhängigen
Einzelversuchen angesehen werden

o Einzelversuch = Untersuchung eines Patienten :

o 2 alternative Ergebnisse: Nebenwirkung / keine Nebenwirkung

o Wahrscheinlichkeit von Nebenwirkungen im Einzelversuch: 𝑝

o → die stochastische Variable 𝑋 ist binomialverteilt
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o 𝑛 = Anzahl der durchgeführten Einzelversuche
o 𝑝 = ”Erfolgswahrscheinlichkeit” im Einzelversuch 

𝑋 ∈ 𝐵𝑖𝑛 𝑛, 𝑝Notation:



Dies ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Binomialverteilung (engl.: 
probability mass function, kurz pmf)

o 𝑷 𝑿 = 𝒌 : Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable 𝑋 in der Stichprobe 
den Wert 𝑘 annimmt. Man schreibt auch oft 𝑝𝑋 𝑘 anstelle von 𝑃 𝑋 = 𝑘

o 𝒑 : Erfolgswahrscheinlichkeit (hier: W. des Auffindens einer Nebenwirkung)

o 𝟏 − 𝒑 : Wahrscheinlichkeit, dass das alternative Ereignis eintritt (hier: keine 
Nebenwirkung) 

Die obige Formel gibt also die Wahrscheinlichkeit an, dass in der Stichprobe der
Größe 𝑛 genau 𝑘 mal eine Nebenwirkung gefunden wird, vorausgesetzt, dass
die Erfolgswahrscheinlichkeit im Einzelversuch gleich 𝑝 ist. Wenn 𝑛 Einzel-
versuche durchgeführt werden und 𝑘 Erfolge eintreten, müssen zwangsläufig
𝑛 − 𝑘 ”Misserfolge” (= keine Nebenwirkung gefunden) eingetreten sein.

Verteilung der Teststatistik
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𝑋 ∈ 𝐵𝑖𝑛 𝑛, 𝑝

Gemäß Binomialverteilung beträgt die Wahrscheinlichkeit, in einer Stichprobe 
der Größe 𝑛 genau 𝑘 ”Erfolge” zu erzielen:

𝑃 𝑋 = 𝑘 =
𝑛
𝑘

∙ 𝑝𝑘 ∙ 1 − 𝑝 𝑛−𝑘 𝑛
𝑘

: Binomialkoeffizient



Hypothesen für den Signifikanztest, p-Wert

• Nullhypothese (H0): 𝑝 = 0.4

– Novodin hat ebenfalls eine Nebenwirkungs-Rate von 40%

• Alternative Hypothese (Ha): 𝑝 ≠ 0.4

– Novodin hat tatsächlich eine andere Nebenwirkungs-Rate 
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Nullhypothese: 𝑝 = 0.4 , also 𝑋 ∈ 𝐵𝑖𝑛 20, 0.4

Gesucht: p-Wert, also 𝑃(𝑋 = 3) oder extremer/ebenso extrem
(𝑋 = 3 war das beobachtete Ergebnis in der Stichprobe)

p-Wert: ”Wahrscheinlichkeit, bei Gültigkeit der Nullhypothese ein 
mindestens so extremes Ereignis zu erhalten wie das beobachtete”

Anmerkung: das Ergebnis 𝑋 = 3 ist schon ziemlich extrem, wenn 𝑛 = 20 und
𝑝 = 0.4. Mit diesen Parametern würde man ”im Mittel” 20 ∙ 0.4 = 8 Patienten
mit Nebenwirkungen erwarten. (Dies ist der Erwartungswert für die Bino-
mialverteilung.) Noch extremer wäre 𝑋 = 0,1,2 , aber auch hohe Werte für
𝑋, z. B. 𝑋 = 18,19,20 - diese Ereignisse sind unter Annahme der Nullhypo-
these noch unwahrscheinlicher als 𝑋 = 3.



Verteilung von X ”unter 𝐻0”

Wenn die Nullhypothese zutrifft, wenn also 𝑋 ∈ 𝐵𝑖𝑛 20, 0.4 , dann hat die
Zufallsvariable 𝑋 die im Bild wiedergegebene Verteilung. Der beobachtete
Wert war 𝑋 = 3. Eine Anzahl von 𝑘-Werten hat eine geringere (oder gleiche)
Wahrscheinlichkeit (rot dargestellt). Die Summe aller dieser Wahrscheinlich-
keiten ist der p-Wert.
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Minitab: Graph / Probability 
Distribution Plot

𝑝. 𝑣𝑎𝑙 = 0.0160 + 0.00647 = 0.02247

Beobachtung

(Nullhypothese)

Dies ist also der p-Wert, nicht der 
Parameter der Binomialverteilung!
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Verteilung von X ”unter 𝐻0”
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𝑃 𝑋 = 𝑘 =
𝑛
𝑘

∙ 𝑝𝑘 ∙ 1 − 𝑝 𝑛−𝑘 Wahrscheinlichkeitsfunktion für 
die Binomialverteiung

Hier noch eine Tabelle der 21 Werte, die 𝑋
annehmen kann, sowie deren Wahrscheinlichkeit
(R-Code). Es ist 𝑃 𝑋 = 3 = 1.234. Die Summe der
Wahrscheinlichkeiten aller Ergebnisse, die gleich
wahrscheinlich oder unwahrscheinlicher sind, ist
der p-Wert:

Dies ist also der p-Wert, nicht der 
Parameter in der Binomialverteilung!



Signifikanztest: Entscheidung

Wird die Nullhypothese in Anbetracht der beobachteten Stichprobe zurück-
gewiesen oder (zumindestens bis auf Weiteres) akzeptiert?

o wenn das beobachtete Ergebnis ”unter 𝐻0” - also unter Annahme der Richtig-
keit der Nullhypothese – sehr unwahrscheinlich ist, wird die Nullhypothese
verworfen (genau!, wir verwerfen die Hypothese, nicht etwa unsere Daten). Die
Nullhypothese wird also verworfen, wenn der p-Wert klein ist. In der Praxis
wird 𝑝 ≤ 0.05 meist als ”klein” betrachet, oft auch 𝑝 ≤ 0.01.

o wenn der p-Wert größer als dieses Limit ist, wird die Nullhypothese akzeptiert.
Dies bedeutet nicht unbedingt, dass die Nullhypothese auch richtig ist, es kann
auch sein, dass die Stichprobe einfach zu klein war, um die Nullhypothese zu
widerlegen (die ”Power” des Tests hat nicht ausgereicht). Im Prinzip können
Nullhypothesen nur widerlegt, nicht aber ”bewiesen” werden. (Das Widerlegen
der Nullhypothese ist auch meist das Ziel eines solchen Tests!).

Das oben genannte Limit wird Signifikanzniveau (𝛼) genannt.

Zurück zu unserem Beispiel:

Sei 𝛼 = 0.05 → 𝑝 = 0.022 < 𝛼 → die Nullhypothese wird (”auf Signifikanzniveau
0.05”) verworfen. Das heißt also, dass das neue Medikament tatsächlich eine
(statistisch signifikant) andere Nebenwirkungsrate hat als das alte.
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Das erste Argument ist hier ein Vektor, der die Elemente ”number of
successes” und ”number of failures” enthält. (Natürlich ist das Auffinden
einer Nebenwirkung kein ”success”, wie bereits erwähnt ist diese
Bezeichnung jedoch für die Binomialverteilung üblich …)

Berechnung des p-Wertes

Der p-Wert kann auch mit Hilfe der Verteilungsfunktion berechnet werden.
Die Verteilungsfunktion für die Binomialverteilung ist an vielen Stellen für
ausreichend viele Werte von 𝑛 und 𝑝 tabelliert (siehe nächste Seite).

𝐹𝑋 : Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen 𝑋

𝑝 = 𝑃 𝑋 ≤ 3 ∪ 𝑋 ≥ 14 = 𝑃 𝑋 ≤ 3 + 𝑃 𝑋 ≥ 14

= 𝑃 𝑋 ≤ 3 + 1 − 𝑃 𝑋 ≤ 13 = 𝐹𝑋 3 + 1 − 𝐹𝑋 13

= 0.016 + 1 − 0.9935 ≈ 0.022

Außerdem gibt es in vielen Software-Tools Funktionen, die den Test ausführen, 
z.B. in R:



Verteilungsfunktion für die Binomialverteilung 
(Ausschnitt)

𝑋 ∈ 𝐵𝑖𝑛(𝑛, 𝑝) 𝑛 = 20 𝑝 = 0.4

𝐹𝑋
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Exakter Binomialtest – auch in Excel
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𝑝 = 𝑃 𝑋 ≤ 3 + 1 − 𝑃 𝑋 ≤ 13 = 𝐹𝑋 3 + 1 − 𝐹𝑋 13

Dasselbe in R (pbinom ist die in R implementierte Verteilungsfunktion):



Exakter Binomialtest

Stat / Basic / Statistics / One proportion
Minitab

Test of p = 0,4 vs p not = 0,4 Exact

Sample  X   N       Sample p             95% CI                         P-Value
1             3   20      0,150000 (0,032071; 0,378927)      0,022
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Exakter Binomialtest: SAS

.4

Nullhypothese

medic
C:\Users\Uwe\btst

Exakter Binomialtest: SPSS

www.matstat.org



Vorsicht bei kleinen Stichproben!

→ Schätzung der Proportion von Novodin-Nebenwirkungen:

(!)𝑝 =
4

20
= 20%

Neue Stichprobe unter “Novodin”-Patienten:

20 Patienten, zufällig ausgewählt
→ 4 Patienten mit Nebenwirkungen (nur eine/r mehr!)

scheint auch viel besser zu sein als Zerodin mit 40%, aber:

Nur ein Patient mit Nebenwirkung mehr → der Test ist nicht mehr signifikant
(auf Signifikanzniveau 0.05). Daher müssen kleine Stichproben immer mit
Vorsicht interpretiert werden!

Uwe Menzel, 2010



[ Pause ]
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Teil 2: Anpassungs-Test

o neudeutsch: ”Goodness-of-Fit Test”
o versucht die Frage zu beantworten, ob ein (statistisches) Modell zu einer 

Beobachtung (also zu einer Stichprobe) passt

Modell
Beobachtung

Das Säulendiagramm stellt zwei Datengruppen, eingeteilt in 3 Kategorien, dar:
o die nach einem Modell erwarteten Werte (rot)
o die beobachteten Werte (blau)
Die Frage ist, ob man angesichts dieser Daten das Modell aufrechterhalten kann.

𝐾 = 3
(3 Kategorien)

www.matstat.org



Mendelsche Experimente

A B

A AA AB

B AB BB

Das erwartete (aus dem Modell folgende) Farbverhältnis ist  1 : 2 : 1

Kreuzungs-Experiment bei Blütenpflanzen
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Allele A (rot) und Allel B (grün) (zu gleichen Anteilen) in der Elterngeneration. 
In der 1. Folgegeneration erwarten wir folgende Verteilung der Genotypen: 25% 
AA; 50% AB, 25% BB. (Wikipedia: https://de.wikipedia.org/wiki/Mendelsche_Regeln)



Hypothesen für den Signifikanztest, p-Wert

o Nullhypothese (𝐻0):

o das Farbverhältnis ist 1:2:1  (Modell wird nicht verworfen)

o Alternative Hypothese (𝐻𝑎):

o das Farbverhältnis ist nicht 1:2:1 (Modell wird verworfen)
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𝑛 = 8 ; 𝐾 = 3
kleine Stichprobe,
3 Kategorien

p-Wert: ”Wahrscheinlichkeit, bei Gültigkeit der Nullhypothese ein 
mindestens so extremes Ereignis zu erhalten wie das beobachtete”

Zur Berechnung des p-Wertes müssen wir:

1) die Wahrscheinlichkeiten der gemachten Beobachtung  unter 
Annahme der Nullhypothese (”unter H0”) berechnen 

2) die Wahrscheinlichkeiten derjenigen Ereignisse addieren, die 
mindestens so extrem wie das beobachtete Ereignis sind → p-Wert

AA AB BB

”observed” 5 2 1

”expected” 2 4 2



Wir können annehmen, dass insgesamt 𝑛 Individuen der Nachfolge-Generation
beobachtet werden (Größe der Stichprobe). Die Zufallsvariable 𝑿 wird nun
zweckmäßigerweise als Vektor betrachet: 𝑿 = 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3

o 𝑋1: Anzahl von AA-Genotypen in der Stichprobe (rot)
o 𝑋2: Anzahl von AB-Genotypen in der Stichprobe  (braun)
o 𝑋3: Anzahl von BB-Genotypen in der Stichprobe (grün)

Die Zufallsvariable 𝑿 kann wiederum als Ergebnis einer Folge von identischen
und unabhängigen Einzelversuchen angesehen werden, wobei jetzt jedoch bei
jedem Einzelversuch drei Ereignisse zur Auswahl stehen. Gemäß dem Modell
sind die Wahrscheinlichkeiten dieser Ereignisse 𝑝1 = Τ1

4 ; 𝑝2 = Τ1
2 und 𝑝3 = Τ1

4

Da es im Einzelversuch nicht nur zwei (”bi-”) sondern mehr (”multi-”)
Möglichkeiten gibt, wird die daraus resultierende statistische Verteilung
Multinomialverteilung genannt. Die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Multi-
nomialverteiung soll im folgenden mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion der
Binomialverteiung verglichen werden.

Wahrscheinlichkeit der Beobachtung ”unter H0”

www.matstat.org



Vergleich von Binomial- und Multinomialverteilung
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Für die Binomialverteilung hatten wir folgende Wahrscheinlichkeitsfunktion:

Dies kann auch folgendermaßen geschrieben werden:

Hier gibt die Zufallsvariable 𝑋1 die Anzahl der Erfolge an, während 𝑋2 für die
Anzahl der Misserfolge steht. Es muss gelten 𝑘1 + 𝑘2 = 𝑛 und 𝑝1 + 𝑝2 = 1 .
Setzt man diese Beziehungen in Formel (2) ein, erhält man wieder Formel (1).

Formel (2) lässt sich nun leicht auf den Fall von 3 (und mehr) möglichen
Ereignissen pro Einzelversuch erweitern:

𝑃 𝑋 = 𝑘 =
𝑛
𝑘

∙ 𝑝𝑘 ∙ 1 − 𝑝 𝑛−𝑘 (1)

𝑃 𝑋1 = 𝑘1, 𝑋2 = 𝑘2 =
𝑛!

𝑘1! ∙ 𝑘2!
∙ 𝑝1

𝑘1 ∙ 𝑝2
𝑘2 (2)

Binomial

𝑃 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 =
𝑛!

𝑘1! ∙ 𝑘2! ∙ 𝑘3!
∙ 𝑝1

𝑘1 ∙ 𝑝2
𝑘2 ∙ 𝑝3

𝑘3

(Argument von 𝑃(… )
abgekürzt)

Es muss gelten σ 𝑘𝑖 = 𝑛 und σ 𝑝𝑖 = 1

Multinomial



Wahrscheinlichkeit der Beobachtung ”unter H0”

𝑃 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 =
𝑛!

𝑘1! ∙ 𝑘2! ∙ 𝑘3!
∙ 𝑝1

𝑘1 ∙ 𝑝2
𝑘2 ∙ 𝑝3

𝑘3

Wenn 𝐻0 (das Modell) stimmt, so gilt 𝑝1 = 0.25; 𝑝2 = 0.5; 𝑝3 = 0.25 . Die
Stichprobe (Observation) ergab 𝑘1 = 5; 𝑘2 = 2; 𝑘3 = 1 (→ Tabelle S. 17).
Die Wahrscheinlichkeit der Observation unter Annahme der Richtigkeit der
Nullhypothese 𝐻0 - Schreibweise 𝑃 𝒙𝑜𝑏𝑠 | 𝐻0 - ist dann:

Wahrscheinlichkeitsfunktion der Multinomialverteiung:

𝑃 𝒙𝑜𝑏𝑠 | 𝐻0 = 𝑃 5, 2, 1 =
8!

5! ∙ 2! ∙ 1!
∙ 0.255 ∙ 0.52 ∙ 0.251 = 0.01025

NullhypotheseObservation

In R steht dafür die Funktion 
dmultinom() zur Verfügung:
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p-Wert, Exakter Multinomialtest

Der p-Wert kann berechnet werden, indem die Wahrscheinlichkeiten aller
möglichen Ergebnisse ”unter 𝐻0" berechnet werden und dann alle
Wahrscheinlichkeiten addiert werden, die kleiner (oder zumindestens nicht
größer) sind als diejenige des beobachteten Ereignisses. Wir müssen also
alle Tripel natürlicher Zahlen 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 finden, die der Bedingung σ 𝑘𝑖 = 𝑛
genügen – alle diese Ereignisse können eintreffen. Deren Anzahl beträgt:

෍

𝑀 =
𝑛 + 𝐾 − 1

𝐾 − 1

𝑛 = Größe der Stichprobe
𝐾 = Anzahl der Kategorien

Für 𝑛 = 8 und 𝐾 = 3 ergibt dies 
10
2

= 45 mögliche Ereignisse.

Hierfür kann eines kleines R-Script behilflich sein (nächste Seite). In einem
doppelten Loop werden zunächst 𝑘1und 𝑘2 durchlaufen, 𝑘3 ergibt sich dann
zwangsläufig aus σ 𝑘𝑖 = 𝑛. Die Wahrscheinlichkeit für das aktuelle Ereignis
( 𝑝. 𝑥 ) wird berechnet und mit der Wahrscheinlichkeit der Observation
(𝑝_𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑒𝑑) verglichen (alle Wahrscheinlichkeiten unter 𝐻0). Alle Wahr-
scheinlichkeiten mit 𝑝. 𝑥 ≤ 𝑝_𝑜𝑏𝑠𝑒𝑟𝑣𝑒𝑑 werden aufaddiert – dies ergibt den p-
Wert.
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R-script, Exakter Multinomialtest

Es ergibt sich ein p-Wert von 0.077 

www.matstat.org
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library(EMT) → Exakter Multinomialtest

Einfacher geht es natürlich, wenn man ein fertiges R-Paket (library) benutzt:

Ein Loop über alle möglichen Ereignisse kann sehr rechenaufwendig sein,
besonders bei großen Stichproben und vielen Kategorien, daher soll weiter
unten eine Monte-Carlo-Methode zur Berechnung des p-Wertes beschrieben
werden.

𝑀 =
𝑛 + 𝐾 − 1

𝐾 − 1

𝑛 = Größe der Stichprobe
𝐾 = Anzahl der Kategorien

Anzahl der möglichen Ereignisse (natürliche Zahlen mit σ 𝑘𝑖 = 𝑛 ):



Mendelsche Experimente
Kreuzungs-Experiment bei Blütenpflanzen
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Erwartetes Farbverhältnis:      2 : 4 : 2
Beobachtetes Farbverhältnis:  5 : 2 : 1          

Der Anpassungstest ergab den p-Wert 0.076, d.h. es wurde keine statistische
Signifikanz auf dem Signifikanzniveau 0.05 erreicht. Die Nullhypothese wird
somit nicht verworfen und das Modell (bis auf Weiteres) akzeptiert. Dies
verwundert, da die Abweichungen zwischen Modell und Beobachtung sehr
groß sind. Ursache für die fehlende Signifikanz ist die zu kleine Stichprobe –
die Trennschärfe (”Power”) des Tests ist aufgrund der kleinen Stichprobe
nicht ausreichend.

AA AB BB

”observed” 5 2 1

”expected” 2 4 2



Ermittlung der extremen Ereignisse mit 𝜒2

AA AB BB

”observed” 5 2 1

”expected” 2 4 2

In unserem Beispiel (Tabelle) beträgt der Abstand der Beobachtung vom erwar-
teten Ereignis genau 6. Folglich werden alle möglichen Ereignisse, deren 𝜒2 - Wert
größer als 6 ist, als extrem betrachtet, so dass deren Wahrscheinlichkeiten zum p-
Wert zusammenaddiert werden.

Oben wurde vorgeschlagen, solche Ereignisse als extremer als die Beobachtung
anzusehen, die unter 𝐻0 eine kleinere Wahrscheinlichkeit als die Beobachtung
haben. Eine alternative Methode betrachtet diejenigen Ereignisse als extremer, die
einen größeren ”Abstand” zum unter 𝐻0 erwarteten Ereignis als die Beobachtung
haben. Dieser ”Abstand” der beobachteten Werte von den (nach dem Modell)
erwarteten Werten lässt sich mit Hilfe der Größe 𝜒2quantifizieren:

𝜒0
2 = ෍

𝑘=1

𝐾
𝑂𝑘 − 𝐸𝑘

2

𝐸𝑘
=

5 − 2 2

2
+

2 − 4 2

4
+

1 − 2 2

2
= 6

𝑂𝑘: observierte Werte in der Kategorie k
𝐸𝑘: nach dem Modell erwartete Werte in der Kategorie k

𝜒0
2 =Abstand Modell 

⇄ Beobachtung



R-Script, Ermittlung der extremen Ereignisse mit 𝜒2

Dies ergibt nicht genau denselben p-Wert (0.0596) . Etwas mehr dazu im Anhang.
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𝜒2 - Goodness-of-Fit

Stat / Tables / Chi-square Goodness of Fit

www.matstat.org

Minitab



Chi-Square Goodness-of-Fit Test for Observed Counts in 
Variable: OBS 

Historical        Test            Contribution
Category  Observed      Counts  Proportion  Expected     to 
Chi-Sq
1                5           2        0,25         2           4,5
2                2           4        0,50         4           1,0
3                1           2        0,25         2           0,5

N  DF  Chi-Sq  P-Value
8   2       6          0,050

3 cell(s) (100,00%) with expected value(s) less than 5.

www.matstat.org

𝜒2 - Goodness-of-Fit
Minitab



Mit Hilfe von MC können wir die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse unter H0

sozusagen ”experimentell” ermitteln. Wir stellen uns eine große Urne vor, die
rote/braune/grüne Kugeln im Verhältnis 1:2:1 enthält. Wenn wir nun eine
Kugel ziehen, beträgt die Wahrscheinlichkeit für rot Τ1

4, für braun Τ1
2, und für

grün Τ1
4. Dies entspricht der Nullhypothese. Das Ziehen einer Kugel entspricht

dem zuvor erwähnten Einzelversuch. Alle Einzelversuche müssen unabhängig
sein, daher wird nach jedem Einzelversuch die gezogene Kugel wieder zurück-
gelegt. Es werden nun immer 8 Einzelversuche im Block durchgeführt, dies
entspricht einer Stichprobe der Größe 8. Die Anzahlen von roten/ braunen/
grünen Kugeln ergeben also ein Zahlentripel, das sich zu 8 summiert. Es
werden nun sehr viele solche 8-er Stichproben genommen und dabei jeweils
notiert, wie oft jeder Zahlentripel vorkommt (was wir praktischerweise einem
Computer überlassen). Die Wahrscheinlichkeit eines Zahlentripels ergibt sich
dann aus dem Quotienten seiner Häufigkeit und der Gesamtanzahl der
gezogenen Stichproben. Der p-Wert ist nun die Summe der Wahrschein-
lichkeiten aller Tripel, die höchstens so oft vorkommen wie die tatsächliche
Beobachtung 𝑥 = 5,2,1 , denn diese sind ja (unter 𝐻0) weniger wahrschein-
lich als die Beobachtung und werden somit als extremer als diese angesehen.

Berechnung des p-Wertes für den Anpassungstest 
mittels Monte-Carlo-Simulation

Uwe Menzel, 2010



2,4,2

Berechnung des p-Wertes für den Anpassungstest mittels 
Monte-Carlo-Simulation

Uwe Menzel, 2010

Das Säulendiagramm zeigt die Wahrschein-
lichkeiten aller 45 möglichen Tripel
entsprechend der oben beschriebenen Monte
- Carlo Simulation. Alle Ereignisse, die eine
kleinere Wahrscheinlichkeit als die
Beobachtung 𝑥 = 5,2,1 haben, sind rot
markiert. Die Summe dieser Wahrschein-
lichkeiten ergibt den p-Wert des Signifikanz-
testes. Das R-Script, mit dem diese Grafik
erstellt wurde, ist unter dem Namen
MC_Mendel gelinkt.

Monte Carlo 
𝑛 = 8
𝐾 = 3
𝑁 = 100000



Monte Carlo, SAS-Code

Monte Carlo, 100.000 loops

www.matstat.org

SAS ermittelt die extremeren Ereignisse mit der 𝜒2- Methode. 
Hier ein Code-Snippet für eine Monte-Carlo Simulation:



SAS – Resultat der Monte-Carlo Simulation

asymptotisch

Monte-Carlo

www.matstat.org



[ Pause ]

www.matstat.org
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Teil 3: Unabhängigkeits-Test

Zwei Therapieformen, Untersuchung des Therapieerfolges:

Patienten gesund krank gesamt

Kontrollgruppe 2 3 5

Neue Therapie 6 1 7

gesamt 8 4 12

Resultat:

– 40% Gesunde in Kontrollgruppe
– 85% Gesunde mit neuer Therapie
– 67% Gesunde insgesamt 

Frage:      Ist der beobachtete Unterschied in den Proportionen   
statistisch signifikant ?



Fishers Exakter Test auf Unabhängigkeit

Nullhypothese (𝐻0):    𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝

o Die Wahrscheinlichkeit, gesund zu werden ist gleich groß für beide 
Therapieformen: 𝑝 = Τ2

3 (8 von 12, letzte Zeile) 

o die beobachteten Unterschiede in den Proportionen kommen durch 

puren Zufall zustande (Unterschiede auf diese Stichprobe beschränkt)

o Therapieerfolg und Therapieform sind unabhängig.

Alternative Hypothese (𝐻𝑎):   𝑝1 ≠ 𝑝2

o Therapieerfolg und Therapieform sind abhängig.
o unterschiedliche Therapieformen ergeben unterschiedliche Erfolge
o Dieses Ergebnis will man eigentlich erreichen: beweisen, dass die 

neue Therapie  besser ist !

www.matstat.org

p-Wert: ”Wahrscheinlichkeit, bei Gültigkeit der Nullhypothese ein 
mindestens so extremes Ereignis zu erhalten wie das beobachtete”

Zur Berechnung des p-Wertes müssen wir:

1) die Wahrscheinlichkeiten der gemachten Beobachtung  unter 
Annahme der Nullhypothese (”unter H0”) berechnen 

2) die Wahrscheinlichkeiten derjenigen Ereignisse addieren, die 
mindestens so extrem wie das beobachtete Ereignis sind → p-Wert



Patienten gesund krank gesamt

Kontrollgr. 2 3 5

Neue Therapie 6 1 7

gesamt 8 4 12

Die Wahrscheinlichkeit 
des Zusandekommens 
dieser Tabelle ”unter H0” 
muss berechnet werden.

Wahrscheinlichkeit der  Beobachtung  unter 𝐻0

Gültigkeit der Nullhypothese bedeutet:

o die Wahrscheinlichkeit der Genesung ist 𝑝 = Τ2
3 (8 von 12)

o die beobachteten Proportionen kommen durch puren Zufall zustande

Die vorliegende Situation kann mit einem Urnenmodell verdeutlicht werden:

o Eine Urne enthält 8 weiße und 4 schwarze Kugeln: weiß steht für Genesung, 
schwarz für keine Genesung → das ergibt P 𝑤𝑒𝑖ß = 𝑝 = Τ2

3 (𝐻0)

o wir wählen 5 Kugeln zufällig, d.h. wir wählen 5 Patienten, die wir der 
Kontrollgruppe zuordnen - somit kommt das Ergebnis durch puren Zufall 
zustande (𝐻0)

o wir suchen nun die Wahrscheinlichkeit, dass unter diesen 5 zwei weiße 
(Gesunde) sind – dies ist die Wahrscheinlichkeit (”unter 𝐻0” ), dass sich die 
obenstehende Tabelle ergibt.

Uwe Menzel, 2010



Patienten gesund krank gesamt

Kontrollgr. 2 3 5

Neue Therapie 6 1 7

gesamt 8 4 12

Wahrscheinlichkeit der  Beobachtung  unter 𝐻0

Anmerkung: Wenn die Zeilen- und Spaltensummen der Tabelle festgelegt
sind (Gesamtzahl Gesunde/Kranke; Kontrolle/Neue) und nur eine einzige
Zelle festgelegt wird, ergeben sich alle anderen Zellen zwangsläufig. Man
hätte ebensogut 7 Kugeln wählen können und die Wahrscheinlichkeit
berechnen, dass 6 weiße (Gesunde) darunter sind → es würde sich die
gleiche Tabelle ergeben. Das bedeutet, dass die Tabelle nur einen
Freiheitsgrad hat. Im Allgemeinen beträgt die Anzahl der Freiheitsgrade für
Tabellen mit 𝑐 Spalten und 𝑟 Zeilen 𝑓 = 𝑐 − 1 ∙ 𝑟 − 1

www.matstat.org
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Wahrscheinlichkeit der  Beobachtung  unter 𝐻0

Wir suchen nun die Wahrscheinlichkeit, dass unter diesen 5 gezogenen Kugeln zwei
weiße sind – dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich die beobachtete Tabelle ergibt.

𝑤 = 8 weiße 
𝑠 = 4 schwarze

𝑁 = 12 Gesamtanzahl der Kugeln
𝑛 = 5 Anzahl gezogene Kugeln

Zieht man 5 von 12 Kugeln (ohne Zurücklegen), so wird die Wahrscheinlichkeit,
unter diesen 5 Kugeln genau 2 weiße zu finden, durch die hypergeometrische
Verteilung beschrieben:

𝑃 𝑊 = 2 =

8
2

∙
4
3

12
5

Wahrscheinlichkeit, dass unter den 5 
Ausgewählten genau 2 Weiße sind.

Dies ist die Wahrscheinlichkeit der Beobachtung unter Annahme der Nullhypothese.



”Wahrscheinlichkeit der Tabelle” unter 𝐻0

gesund krank

Kontr. 2 3 5

Ther. 6 1 7

8 4 12

𝐶1 𝐶2

𝑅1 a11 a12 𝑍1

𝑅2 a21 a22 𝑍2

𝑆1 𝑆2 N

Uwe Menzel, 2010

Beispiel: allgemein:

𝑃 𝑎11 = 2 =

8
2

∙
4
3

12
5

= 𝑃 "𝑇𝑎𝑏𝑒𝑙𝑙𝑒"

𝑓 = 1 (ein Freiheitsgrad,
schon eine einzige Zelle 
bestimmt alle anderen) gilt auch für größere Tabellen !

𝑃 "𝑇𝑎𝑏𝑒𝑙𝑙𝑒" =

𝑆1

𝑎11
∙

𝑆2

𝑎12

𝑁
𝑍1

=
𝑆1! ∙ 𝑆2! ∙ 𝑍1! ∙ 𝑍2!

𝑁! ∙ 𝑎11! ∙ 𝑎12! ∙ 𝑎21! ∙ 𝑎22!



Die Wahrscheinlichkeit, dass sich diese Tabelle ergibt, ist 0.141414.

Voraussetzungen:

o festgelegte Zeilen- und Spaltensummen  (festgelegte Anzahl von Patienten in 
beiden Gruppen, festgelegte Anzahl Gesunde/Kranke in beiden Gruppen)

o zufällige Auswahl

”Wahrscheinlichkeit der beobachteten Tabelle” 
unter der Nullhypothese

Uwe Menzel, 2010

Patienten gesund krank gesamt

Kontrollegr. 2 3 5

Neue Therapie 6 1 7

gesamt 8 4 12

Die Wahrscheinlichkeit 
des Zusandekommens 
dieser Tabelle ”unter H0” 
muss berechnet werden.

einzeilige Formel im Vorrat
𝑃 "𝑇𝑎𝑏𝑒𝑙𝑙𝑒" =

𝑆1! ∙ 𝑆2! ∙ 𝑍1! ∙ 𝑍2!

𝑁! ∙ 𝑎11! ∙ 𝑎12! ∙ 𝑎21! ∙ 𝑎22!

=
8! ∙ 4! ∙ 5! ∙ 7!

12! ∙ 2! ∙ 3! ∙ 6! ∙ 1!
=

14

99
= 0.141414

hypergeometrische 
Verteilung



Hypergeometrische Verteilung 

Minitab

Hypergeometric with N = 12, M = 8, and n = 5
x    P( X = x )
2    0,141414

Calc / Probability Distributions

www.matstat.org



Hypergeometrische Verteilung 

Uwe Menzel, 2010



Fishers Exakter Test: p-Wert

a12 kann am wenigsten variieren: zwischen 0 und 4 → 5 mögliche Tabellen
(eine Zelle bestimmt automatisch alle anderen, da Zeilen- und Spaltensummen
festliegen). Es ist also nicht sehr aufwendig, die Wahrscheinlichkeiten aller
Tabellen zu berechnen, die vorkommen können →

www.matstat.org

Zur Berechnung des p-Wertes müssen wir:

1) die Wahrscheinlichkeiten der gemachten Beobachtung  unter 
Annahme der Nullhypothese (”unter H0”) berechnen 

2) die Wahrscheinlichkeiten derjenigen Ereignisse addieren, die 
mindestens so extrem wie das beobachtete Ereignis sind → p-Wert

Patienten gesund krank gesamt

Kontrollegr. 𝑎11 𝑎12 5

Neue Therapie 𝑎21 𝑎22 7

gesamt 8 4 12



”Wahrscheinlichkeit aller möglichen Tabellen” unter H0

5 0 5

3 4 7

8 4 12

3 2 5

5 2 7

8 4 12

2 3 5

6 1 7

8 4 12

4 1 5

4 3 7

8 4 12

1 4 5

7 0 7

8 4 12

Uwe Menzel, 2010

𝑃 "𝑇𝑎𝑏𝑒𝑙𝑙𝑒" =
𝑆1! ∙ 𝑆2! ∙ 𝑍1! ∙ 𝑍2!

𝑁! ∙ 𝑎11! ∙ 𝑎12! ∙ 𝑎21! ∙ 𝑎22!

𝑃 = 0.070707 𝑃 = 0.353535 𝑃 = 0.424242

𝑎12 = 0 𝑎12 = 1 𝑎12 = 2

𝑷 = 𝟎. 𝟏𝟒𝟏𝟒𝟏𝟒

𝑎12 = 3 𝑎12 = 4

𝑃 = 0.010101

“… die Wahrscheinlichkeiten 
derjenigen Ereignisse addieren, 
die mindestens so extrem wie 
das beobachtete Ereignis sind”

𝑝 = 0.1414 + 0.0707 + 0.0101

𝑝 ≈ 0.222

Beobachtung



Hypergeometric with N = 12, M = 4, and n = 5

x    P( X = x )
0    0,070707
1    0,353535
2    0,424242
3    0,141414
4    0,010101

Minitab

www.matstat.org
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Hypergeometrische Verteilung 

a12 kann am wenigsten variieren: zwischen 0 und 4 → 5 mögliche Tabellen
(eine Zelle bestimmt automatisch alle anderen, da Zeilen- und Spaltensummen
festliegen). Es ist also nicht sehr aufwendig, die Wahrscheinlichkeiten aller
Tabellen zu berechnen, die vorkommen können →



Fishers Exakter Test: p-Wert

Patienten gesund krank gesamt

Kontrollegr. 2 3 5

Neue Therapie 6 1 7

gesamt 8 4 12 Uwe Menzel, 2010



Fishers Exakter Test 
Minitab

Test for difference = 0 (vs not = 0):  Z = -1,79  P-Value = 0,074
Fisher's exact test: P-Value = 0,222
* NOTE * The normal approximation may be inaccurate for small samples.

Normalapproximation 
ungeeignet

Stat / Basic Statistics / 2 Proportions

www.matstat.org



Vergleich zweier Therapieformen, p-Wert

– 40% Gesunde in Kontrollgruppe

– 85% Gesunde mit neuer Therapie 

www.matstat.org

Patienten gesund krank gesamt

Kontrollegr. 2 3 5

Neue Therapie 6 1 7

gesamt 8 4 12

𝑝. 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 = 0.222

Der p-Wert ist groß (𝑝 > 0.05). Die Nullhypothese kann daher nicht zurück-
gewiesen werden. Es konnte nicht gezeigt werden, dass der Unterschied in den
beobachteten Proportionen statistisch sigifikant ist, d.h. wir müssen weiter
davon ausgehen, dass beide Therapieformen gleich erfolgreich sind
(Therapieform und Therapieerfolg sind unabhängig).
Dies ist in Anbetracht der beobachteten Proportionen erstaunlich. Die Ursache
liegt in der schlechten Versuchsplanung – die Stichprobe ist zu klein.

Nullhypothese (𝐻0):    𝑝1 = 𝑝2 (gleiche Proportionen, gleiche Erfolgsrate)



p-Wert für eine große Stichprobe bei gleichen 
Proportionen

www.matstat.org

Uwe Menzel, 2010



Vergleich des p-Wertes für eine kleine und eine große 
Stichprobe bei gleichen Proportionen

gesund krank

Kontr. 2 3 5

Neu 6 1 7

8 4 12

gesund krank

Kontr. 200 300 500

Neu 600 100 700

800 400 1200

www.matstat.org

– 40% Gesunde in Kontrollgruppe

– 85% Gesunde mit neuer Therapie 

𝑝. 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 = 0.222 𝑝. 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 < 10−16

Aufgrund der kleinen Stichprobe reicht die Trennschärfe (”Power”) des Testes
nicht aus, um die Nullhypothese zu verwerfen. Dies hätte man eigentlich
voraussehen können. Für dieses Beispiel hätte überhaupt nur die extremste
Konfiguration einen p-Wert unter 0.05 ergeben können – für 𝑎12 = 4 (siehe
nächste Seite).



www.matstat.org

𝑎12 = 4

Nur diese eine Beobachtung hätte 
Signifikanz ergeben können:

– 20% Gesunde in Kontrollgruppe
– 100% Gesunde mit neuer Therapie 

Der ”extremste” Fall

gesund krank

Kontr. 1 4 5

Ther. 7 0 7

8 4 12



Ermittlung der extremen Ereignisse mit 𝜒2

www.matstat.org

Oben wurde vorgeschlagen, solche Ereignisse als extremer (als die Beobachtung)
anzusehen, die unter 𝐻0 eine kleinere Wahrscheinlichkeit als die Beobachtung
haben. Eine alternative Methode betrachtet diejenigen Ereignisse als extremer, die
einen größeren ”Abstand” zum unter 𝐻0 erwarteten Ereignis als die Beobachtung
haben. Dieser ”Abstand” der beobachteten Werte von den (nach dem Modell)
erwarteten Werten lässt sich wie schon beim Anpassungstest mit Hilfe von 𝜒2

quantifizieren:

𝑂𝑖𝑗: observierte Werte in der Zelle 𝑖, 𝑗

𝐸𝑖,𝑗: nach dem Modell erwartete Werte in der Zelle 𝑖, 𝑗

Es wird über alle Zellen der Tabelle summiert

𝜒2 = ෍

𝑖,𝑗

𝑂𝑖𝑗 − 𝐸𝑖𝑗
2

𝐸𝑖𝑗

𝜒2 = Abstand Modell  ⇄  Beobachtung

Um die 𝐸𝑖,𝑗 zu berechnen, müssen wir zunächst feststellen, welche Ergebnisse wir 

unter 𝐻0 erwarten würden.



2: Erwartete Frequenzen bei Unabhängigkeit

Uwe Menzel, 2010

Um die 𝐸𝑖,𝑗 zu berechnen, müssen wir zunächst feststellen, welche Ergebnisse wir 

unter 𝐻0 erwarten würden.

Nullhypothese (𝐻0):    𝑝1 = 𝑝2 (gleiche Proportionen, gleiche Erfolgsrate)

gesund krank

Kontr. 𝐸11 … 5

Neu 𝐸21 … 7

8 4 12

Wenn der Anteil der Gesunden in beiden Gruppen gleich groß ist, muss gelten:

𝐸11

5
=

8

12

𝐸21

7
=

8

12
und

Dies bedeutet, dass der Anteil der gesund gewordenen sowohl in der Kontroll-
gruppe als auch in der Gruppe mit der neuen Therapie gleich Τ2

3 ist.



2: Erwartete Frequenzen bei Unabhängigkeit

www.matstat.org

gesund krank

Kontr. … 𝐸12 5

Neu … 𝐸22 7

8 4 12

𝐸11

5
=

4

12

𝐸22

7
=

4

12
und

Ebenso muss in beiden Gruppen der Anteil der Kranken bei Τ1
3 liegen:



2: Erwartete Frequenzen bei Unabhängigkeit

gesund krank

Kontr. 𝐸11 𝐸12 𝑍1

Neu 𝐸21 𝐸22 𝑍2

𝑆1 𝑆2 𝑁

Bei Vorliegen von Unabhängigkeit (gleiche Proportionen) müssen also 
allgemein folgende Beziehungen gelten:

gesund krank

Kontr. 𝐸11 𝐸12 5

Neu 𝐸21 𝐸22 7

8 4 12

𝐸12

𝑍1
=

𝑆2

𝑁

𝐸22

𝑍2
=

𝑆2

𝑁

𝐸11

𝑍1
=

𝑆1

𝑁

𝐸21

𝑍2
=

𝑆1

𝑁
oder:

𝐸12 =
𝑍1 ∙ 𝑆2

𝑁
𝐸22 =

𝑍2 ∙ 𝑆2

𝑁
𝐸11 =

𝑍1 ∙ 𝑆1

𝑁
𝐸21 =

𝑍2 ∙ 𝑆1

𝑁

Jedes unter 𝐻0 erwartete Zelle ergibt sich also aus 
Zeilensumme mal Spaltensumme geteilt durch Gesamtzahl:

Uwe Menzel, 2010

𝐸𝑖𝑗 =
𝑍𝑖 ∙ 𝑆𝑗

𝑁



Berechnung des Abstandes der Beobachtung von dem 
unter 𝐻0 erwarteten Ergebnis (𝜒0

2)

www.matstat.org

𝑃 𝑔𝑒𝑠𝑢𝑛𝑑 = ൗ8
12 = ൗ2

3

Patienten gesund krank gesamt

Kontrollegr. ൗ10
3 ൗ5

3
5

Neue Therapie ൗ14
3 ൗ7

3 7

gesamt 8 4 12

die unter 𝐻0 erwartete 
Tabelle, denn

Patienten gesund krank gesamt

Kontrollegr. 2 3 5

Neue Therapie 6 1 7

gesamt 8 4 12

Tabelle, die beobachtet 
wurde

𝑃 𝑘𝑟𝑎𝑛𝑘 = ൗ4
12 = ൗ1

3

𝜒0
2 = ෍

𝑖,𝑘=1

𝐾
𝑂𝑖𝑘 − 𝐸𝑖𝑘

2

𝐸𝑖𝑘
=

2 − ൗ10
3

2

ൗ10
3

+
3 − ൗ5

3

2

ൗ5
3

+
6 − ൗ14

3
2

ൗ14
3

+
1 − ൗ7

3
2

ൗ7
3

𝜒0
2 = 2.743 ”Abstand” Beobachtung ⇄ unter 𝐻0 erwartete Tabelle



www.matstat.org

𝜒0
2 = ”Abstand” der beobachteten von der erwarteten Tabelle – es werden

immer entsprechende Zellen subtrahiert. Es werden nun die 𝜒2 aller
möglichen Tabellen berechnet und mit 𝜒0

2 verglichen. Ist 𝜒2 ≥ 𝜒0
2 wird die

zugehörige Tabelle als extrem angesehen, deren Wahrscheinlichkeit unter 𝐻0

wird zum p-Wert dazuaddiert.

Berechnung des Abstandes der Beobachtung von 
dem unter 𝐻0 erwarteten Ergebnis (𝜒0

2)

𝜒0
2 = 2.743

𝜒0
2 = ෍

𝑖,𝑘=1

𝐾
𝑂𝑖𝑘 − 𝐸𝑖𝑘

2

𝐸𝑖𝑘
=

2 − ൗ10
3

2

ൗ10
3

+
3 − ൗ5

3

2

ൗ5
3

+
6 − ൗ14

3
2

ൗ14
3

+
1 − ൗ7

3
2

ൗ7
3



Berechnung des 2-”Abstandes” für alle Tabellen

Stat / Tables / Cross Tabulation and Chisquare

Für alle 5 Tabellen!

www.matstat.org

Minitab



Berechnung der 2-Statistik für alle Tabellen

Uwe Menzel, 2010



𝜒2 und 𝑝 für alle möglichen Tabellen

Tabelle 2 𝑝

4.286 0.070707

0.686 0.353535

0.171 0.424242

2.743 0.141414

8.4 0.010101

1248

743

505

1248

743

505

1248

734

514

1248

734

514

1248

725

523

1248

725

523

1248

716

532

1248

716

532

1248

707

541

1248

707

541

möglich sind alle Tabellen, bei denen die 
Zeilen- und Spaltensummen beibehalten 
werden

rot markiert: kleinere Wahrscheinlichkeit
unter 𝐻0 verglichen mit Beobachtung
und/oder größeres 𝜒2 als Beobachtung. Die
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten
tragen zum p-Wert bei. In diesem Fall
stimmen beide Kriterien überein. Dies ist
jedoch nicht immer der Fall (siehe Anhang).

𝜒2 = ෍

𝑖,𝑘=1

𝐾
𝑂𝑖𝑘 − 𝐸𝑖𝑘

2

𝐸𝑖𝑘
𝐸𝑖𝑘 =

𝑍𝑖 ∙ 𝑆𝑘

𝑁

𝑃 "𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒" =
𝑆1! ∙ 𝑆2! ∙ 𝑍1! ∙ 𝑍2!

𝑁! ∙ 𝑎11! ∙ 𝑎12! ∙ 𝑎21! ∙ 𝑎22!

𝑝 = 0.0707 + 0.1414 + 0.0101 ≈ 0.222



Signifikanztests bei kleinen Stichproben

o Intuition oft kein guter Ratgeber

o Prozent- oder andere Angaben können irreführend sein

o Sorgfältige Versuchsplanung: – “Size does matter”

www.matstat.org



Anhang

Exakte statistische Verfahren bei kleinen 
Stichproben

Uwe Menzel, 2010

uwe.menzel@matstat.de

www.matstat.org



p-Wert-Berechnung: 
Welche Ereignisse sind mindestens so extrem wie die 

Beobachtung ? 

www.matstat.org

Variante 1: Das Ereignis 𝑥𝑖 ist mindestens so extrem wie die 
Beobachtung 𝑥𝑜𝑏𝑠 wenn:

Oder

𝑃 𝑥𝑖 | 𝐻0 ≤ 𝑃 𝑥𝑜𝑏𝑠| 𝐻0

Variante 2: Das Ereignis 𝑥 ist mindestens so extrem wie die 
Beobachtung 𝑥𝑜𝑏𝑠 wenn:

𝜒2 𝑥𝑖| 𝐻0 ≥ 𝜒2 𝑥𝑜𝑏𝑠 | 𝐻0



Welche Ereignisse sind extrem(er) ? 

www.matstat.org

AA AB BB

”observed” 5 2 1

”expected” 2 4 2

Beispiel: Anpassungstest, Kreuzungs-Experiment bei Blütenpflanzen

Variante 1: das Ereignis 𝑥𝑖 ist mindestens so extrem wie die Beobachtung 
𝑥𝑜𝑏𝑠 wenn 𝑃 𝑥𝑖 | 𝐻0 ≤ 𝑃 𝑥𝑜𝑏𝑠 | 𝐻0 .  

𝑃 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 | 𝐻0 =
𝑛!

𝑘1! ∙ 𝑘2! ∙ 𝑘3!
∙ 𝑝1

𝑘1 ∙ 𝑝2
𝑘2 ∙ 𝑝3

𝑘3
Multinomialverteiung

𝑃 5, 2,1 | 𝐻0 =
8!

5! ∙ 2! ∙ 1!
∙ 0.255 ∙ 0.52 ∙ 0.251 = 0.01025 Beobachtung

𝑃 4, 1, 3 | 𝐻0 =
8!

4! ∙ 1! ∙ 3!
∙ 0.254 ∙ 0.51 ∙ 0.253 = 0.00854 anderes Ereignis

𝐻0 bedeutet:
𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 = Τ1

4 , Τ1
2 , Τ1

4

Ereignis 4, 1, 3 ist extremer als Beobachtung 5, 2, 1
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𝑃 5, 2,1 | 𝐻0 =
8!

5! ∙ 2! ∙ 1!
∙ 0.255 ∙ 0.52 ∙ 0.251 = 0.01025 Beobachtung

𝑃 4, 1, 3 | 𝐻0 =
8!

4! ∙ 1! ∙ 3!
∙ 0.254 ∙ 0.51 ∙ 0.253 = 0.00854 anderes Ereignis



Welche Ereignisse sind extrem(er) ? 

www.matstat.org

AA AB BB

”observed” 5 2 1

”expected” 2 4 2

Beispiel: Anpassungstest, Kreuzungs-Experiment bei Blütenpflanzen

Variante 2: das Ereignis 𝑥𝑖 ist mindestens so extrem wie die Beobachtung 
𝑥𝑜𝑏𝑠 wenn 𝜒2 𝑥𝑖 | 𝐻0 ≥ 𝜒2 𝑥𝑜𝑏𝑠 | 𝐻0

𝐻0 bedeutet:
𝐸1, 𝐸2, 𝐸3 = 2, 4, 2

Ereignis 4, 1, 3 ist nicht extremer als Beobachtung 5, 2, 1

𝜒2 5, 2,1 | 𝐻0 = ෍

𝑘=1

𝐾
𝑂𝑘 − 𝐸𝑘

2

𝐸𝑘
=

5 − 2 2

2
+

2 − 4 2

4
+

1 − 2 2

2
= 6

𝜒2 4, 1,3 | 𝐻0 = ෍

𝑘=1

𝐾
𝑂𝑘 − 𝐸𝑘

2

𝐸𝑘
=

4 − 2 2

2
+

1 − 4 2

4
+

3 − 2 2

2
= 4.75



𝜒2 5, 2,1 | 𝐻0 = ෍

𝑘=1

𝐾
𝑂𝑘 − 𝐸𝑘

2

𝐸𝑘
=

5 − 2 2

2
+

2 − 4 2

4
+

1 − 2 2

2
= 6

𝜒2 4, 1,3 | 𝐻0 = ෍

𝑘=1

𝐾
𝑂𝑘 − 𝐸𝑘

2

𝐸𝑘
=

4 − 2 2

2
+

1 − 4 2

4
+

3 − 2 2

2
= 4.75

www.matstat.org



Welche Ereignisse sind mindestens so extrem wie die 
Beobachtung ? 

Uwe Menzel, 2010

Variante 1: Das Ereignis 𝑥𝑖 ist mindestens so extrem wie die 
Beobachtung 𝑥𝑜𝑏𝑠 wenn:

𝑃 𝑥𝑖 | 𝐻0 ≤ 𝑃 𝑥𝑜𝑏𝑠| 𝐻0

Variante 2: Das Ereignis 𝑥 ist mindestens so extrem wie die 
Beobachtung 𝑥𝑜𝑏𝑠 wenn:

𝜒2 𝑥𝑖 | 𝐻0 ≥ 𝜒2 𝑥𝑜𝑏𝑠 | 𝐻0

Ereignis 4, 1, 3 ist extremer als Beobachtung 5, 2, 1

Ereignis 4, 1, 3 ist nicht extremer als Beobachtung 5, 2, 1

Wir werden für den p-Wert also je nach Methode unterschiedliche 
Ergebnisse erhalten.



Kein monotoner Zusammenhang 
zwischen 𝜒2 und 𝑃 𝑥𝑖

24 Punkte

22 Punkte

𝜒2

𝑃 5, 2,1 | 𝐻0 = 0.01025 (Beobachtung)

𝜒2 5, 2,1 | 𝐻0 = 6 (Beobachtung)

(4,1,3) und (3,1,4)

𝑃 𝑥𝑖

p-Werte und 𝜒2-Werte aller möglichen Ereignisse unter 𝐻0

Uwe Menzel, 2010



Vergeich der Methoden: p-Werte

Uwe Menzel, 2010

Variante 1: Das Ereignis 𝑥𝑖 ist mindestens so extrem wie die 
Beobachtung 𝑥𝑜𝑏𝑠 wenn:

𝑃 𝑥𝑖 | 𝐻0 ≤ 𝑃 𝑥𝑜𝑏𝑠| 𝐻0 𝑝. 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 = 0.0767

Variante 2: Das Ereignis 𝑥 ist mindestens so extrem wie die 
Beobachtung 𝑥𝑜𝑏𝑠 wenn:

𝜒2 𝑥𝑖 | 𝐻0 ≥ 𝜒2 𝑥𝑜𝑏𝑠 | 𝐻0 𝑝. 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 = 0.0596

𝑃 4, 1, 3 | 𝐻0 = 𝑃 3, 1, 4 | 𝐻0 = 0.00854

0.05956 + 2 ∙ 0.00854 = 0.0767

→ die beiden Punkte erklären den Unterschied

Wahrscheinlichkeit der beiden mit den Methoden unterschiedlich 
bewerteten Ereignisse:



Uwe Menzel, 2010

0.05956 + 2 ∙ 0.008545 = 0.0767
→ die beiden Punkte erklären den Unterschied



Ein weiteres Abstands - Kriterium

www.matstat.org

Nach diesem Kriterium würden die beiden Punkte genauso extrem sein
wie die Beobachtung, dieses Abstandsmaß würde damit den größeren
der obigen p-Werte ergeben.

𝐴 = ෍

𝑖

𝑂𝑖 − 𝐸𝑖
𝑂𝑖 - observed
𝐸𝑖 - expected

absolute Differenzen

𝐴𝑜𝑏𝑠 = 5 − 2 + 2 − 4 + 1 − 2 = 6 Abstand der Beobachtung

𝐴4,1,3 = 4 − 2 + 1 − 4 + 3 − 2 = 6 Abstand von 4,1,3 und 3,1,4



Fishers Exakter Test in SAS

𝜒2 als Abstandsmaß



Große Stichproben

www.matstat.org

Bei großen Stichproben kann es aufwendig oder unmöglich werden, die
Wahrscheinlichkeiten oder 𝜒2- Werte aller möglichen Ereigisse zu berechnen.
Hier kann eine asymptotische Näherung helfen. Dabei wird die Verteilung der
𝜒2 -Werte durch eine kontinuierliche Verteilungsfunktion angenähert. Die
Verteilungsfunktion heißt ebenfalls 𝜒2, einziges Argument dieser Funktion ist
die Anzahl der Freiheitsgrade 𝑓. Als Faustregel für die Anwendbarkeit der
asymptotischen Näherung gilt, dass die erwarteten Werte in jeder Kategorie
oder Zelle mindestens 5 sein müssen: 𝑬𝒊 ≥ 𝟓 für alle 𝑖.

𝑓 = Anzahl der Freiheitsgrade

o Anpassungstest: 𝑓 = 𝐾 − 1

o 𝐾 = Anzahl der Kategorien

o Unabhängigkeitstest: 𝑓 = 𝑟 − 1 ∙ 𝑐 − 1

o 𝑟 : Anzahl der Zeilen 
o 𝑐: Anzahl der Spalten 

𝜒2 ~ 𝜒2 𝑓 Statistik und deren Verteilung werden 
tatsächlich identisch bezeichnet!



www.matstat.org

Dichtefunktion für 𝜒2 𝑓

𝜒2

𝑓 𝜒2
𝑓 = 3
𝑓 = 4
𝑓 = 5
𝑓 = 8



Asymptotische Näherung: p-Wert und kritische 
Region

www.matstat.org

Der p-Wert ist jetzt einfach die Fläche unter der Dichtefunktion von 𝜒2, die
rechts neben dem beobachteten 𝜒2-Wert liegt (siehe Skizze). Ist der p-Wert
kleiner als z. B. 0.05 (für ein Signifikanzniveau von 5%), wird die Nullhypothese
zurückgewiesen.
Alternativ kann man im rechten Tail der Dichtefunktion eine Fläche von z.B.
0.05 abtrennen (für ein Signifikanzniveau von 5%). Der Wert auf der x-Achse,
der eine Fläche dieser Größe abtrennt, ist das Quantil 𝜒0.05

2 . Die entstandene
Fläche ist die sogenannte kritische Region. Liegt der beobachtete 𝜒2-Wert in
dieser Region, wird die Nullhypothese zurückgewiesen.



Uwe Menzel, 2010

p-Wert-Berechnung für 𝜒2 - Test

𝜒2 für Beobachtung Fläche = p-Wert

p-Wert = Fläche unter der 
Dichtefunktion von 𝜒2, die 
rechts neben dem beobach-
teten 𝜒2-Wert liegt (rot)

𝜒𝑜𝑏𝑠
2



Fläche = 0.05

Liegt der beobachtete 𝜒2-
Wert in der kritischen 
Region (rot), wird 𝐻0

zurückgewiesen. 

𝜒𝑜𝑏𝑠
2

Uwe Menzel, 2010

Kritische Region für 𝜒2 - Test

Ω𝑘𝑟𝑖𝑡 = 𝜒2> 𝜒0.05
2 𝑓
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Unabhängigkeitstest mit 𝜒2 nur für große Stichproben!

große Stichprobe

kleine Stichprobe

Gesund Krank

2 3

6 1
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Anpassungstest mit 𝜒2 nur für große Stichproben!

kleine Stichprobe

große Stichprobe

AA AB BB

5 2 1

2 4 2



Normalapproximation für den Exakten Binomialtest

3025201510
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Distribution Plot
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Vergleich von Binomialverteilung (orange) und Normalverteilung (blau)

noch besser wenn 𝑝 ≅ 0.5 (Symmetrie)



𝐵𝑖𝑛(𝑛, 𝑝) → 𝑁(𝑛𝑝, 𝑛𝑝 1 − 𝑝 )

Für die Verteilungsfunktionen gilt dann:

Noch besser mit Kontinuumskorrektur: 

Eine Kontinuumskorektur sollte durchgeführt werden, wenn eine diskrete
Verteilung durch eine kontinuierliche Verteilug angenähert wird.

große Varianz 
erforderlich

Uwe Menzel, 2010



Normalapproximation für den Exakten 
Binomialtest

Minitab

Stat / Basic / Statistics / One proportion

Test of p = 0,4 vs p not = 0,4

Sample   X    N      Sample p                  95% CI                   Z-Value      P-Value
1               3   20     0,150000      (0,000000; 0,306491)      -2,28        0,022

Using the normal approximation.
The normal approximation may be inaccurate for small samples.



Möglichkeiten zur Durchführung von 
Hypothesentests

A) durch Festlegen eines kritischen Bereichs

o Verteilung der Teststatistik (”T”) unter H0 ermitteln (Parameter: z.B. 0) 
o Signifikanzniveau  festlegen (5% →  = 0.05)
o kritischer Bereich = Quantile der Verteilung
o Stichprobe →  realisierten Wert der Teststatistik (”t”) errechnen
o Verwerfen der Nullhypothese wenn t im kritischen Bereich

0,4

0,3

0,2

0,1

0,0

D
e
n
si

ty

-2,57 2,57

0,025

0

0,025

T; df=5

www.matstat.org

Beispiel:

ത𝑋 − 𝜇0

ൗ
𝑠

𝑛

𝜖 𝑡 𝑛 − 1

Ω𝑘𝑟𝑖𝑡 = 𝑡: 𝑡 ≥ 𝑡 ൗ𝑎
2

𝑛 − 1



Möglichkeiten zur Durchführung von 
Hypothesentests

B) durch Berechnung des p-Wertes

o Verteilung der Teststatistik (”T”) unter H0 ermitteln (Parameter: z. B.  0)
o Stichprobe → ҧ𝑥𝑜𝑏𝑠

o Berechnung des realisierten Wertes ”t” der Teststatistik 
o Berechnung des p-Wertes auf Grundlage dieses Wertes
o Verwerfen der Nullhypothese wenn p-Wert klein (𝑝. 𝑣𝑎𝑙 ≤ 𝛼)

0,4

0,3

0,2

0,1

0,0

D
e
n
si

ty

-2,80 2,8

0,0190

0

0,0190

T; df=5
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𝑇 =
ത𝑋 − 𝜇0

ൗ
𝑠

𝑛

𝜖 𝑡 𝑛 − 1

𝑡 =
ҧ𝑥𝑜𝑏𝑠 − 𝜇0

ൗ
𝑠

𝑛

𝑝. 𝑣𝑎𝑙 = 𝑃 𝑇 ≥ 𝑡 | 𝐻0

Beispiel:

(für zweiseitigen Test)



Möglichkeiten zur Durchführung von 
Hypothesentests

C) durch Berechnung eines Konfidenzintervalles (KI) für eine                                   
Parameterschätzung

o Nullhypothese: z. B. Parameter 𝜇 = 𝜇0

o Stichprobe ҧ𝑥𝑜𝑏𝑠

o Schätzwert für Verteilungsparameter und KI berechnen
o H0 wird verworfen wenn 𝜇0 außerhalb der Grenzen des KI liegt
o 95% Konfidenzintervall entspricht 5% Signifikanzniveau (𝛼)

Uwe Menzel, 2010

KI für 𝜇 in 𝑁(𝜇, 𝜎) mit 
Konfidenzgrad 1 − 𝛼 ( 𝜎
unbekannt, kleine Stichprobe)

𝜇0

KI 𝜇0 außerhalb der 
Konfidenzgrenzen → 
Nullhypothese 𝜇 = 𝜇0 wird 
verworfen 

ҧ𝑥𝑜𝑏𝑠


